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水膜的快速仿真 
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摘  要: 水膜是一种自然现象, 在相关的动画仿真或图像合成中有着重要作用. 文中提出一种平面上水膜的快速仿

真方法. 首先在平面上进行一个基于粒子的液体仿真; 然后提取粒子所代表液体的轮廓, 并且离散轮廓所包围的区

域; 最后在离散化后的区域内求解一个能量最小化问题, 以建立水膜的几何模型. 实验结果表明, 在大小合理的仿真

区域, 该方法可以实时地动态交互仿真; 同时呈现了几个逼真的实验结果.  
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Efficient Simulation of Water Puddle 

Li Jianfang1), Zhou Shizhe2)*, Li Yan1), and Liu Ligang1) 
1) (School of Mathematical Sciences, University of Science and Technology of China, Hefei  230026)  
2) (College of Computer Science and Electronic Engineering, Hunan University, Changsha  410082) 

Abstract: In this paper a method is proposed to efficiently simulate water puddle on a plane. At first a parti-

cle-based fluid simulator is run on a plane. Then the 2D fluid contour is extracted and its enclosed region is 

discretized, inside which a minimization problem is solved to build the puddle surface. With reasonable 

simulation domain the puddle can be animated interactively in real time. Several experimental results 

demonstrate the realistic results.  
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水膜是一种常见的自然现象 , 把少量的水洒

在一个平面上(如桌面上或者地板上), 在表面张力

和重力的作用下就形成了水膜 . 水膜是一种三维

的薄膜曲面, 有着人眼可见的厚度; 它的动态过程

显然与较大规模的流体运动是不一样的, 如海洋的

表面主要是通过波谱和风力来进行动态模拟的, 杯

子中的水主要是通过对流传输和扩散来仿真的.  

为了较真实地渲染水膜 , 光照和透明效果都

是必须的 , 而这些都需要动态地建立高质量的水

膜网格模型. 如果直接用三维的粒子来模拟水膜, 

需要从三维粒子群中提取每一帧的水膜网格模型

并且估计表面张力, 这样做计算量大、效率低. 本

文提出一种快速的水膜仿真方法 , 首先在平面上

进行一个二维的粒子仿真 , 并且提取粒子所代表

液体的轮廓; 然后在轮廓所包含的区域内创建一

个初始的平面三角网格模型; 最后在此模型上解

决一个能量极小化问题 , 使平面网格变形为水膜

的三维网格模型 . 本文中所有的水膜模型都是  
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通过环境映射来渲染的 , 对于其他更为真实的渲

染方法也是通用的.  

在离散液体轮廓所包含区域建立初始平面网

格模型时, 有多种方法可供选择: Delaunay 三角化[1], 

基于八叉树的三角化 , 或基于坐标轴对齐的正则

三角化 . 因为在能量极小化时需要求解一个线性

系统(以三角网格的顶点个数为变量维度), 所以直

观地看, 能够产生更少顶点的一致 Delaunay 三角

化(conforming Delaunay triangulation, CDT)或者基

于八叉树自适应的三角化效率是最高的 . 但是在

实验中发现, 用正则的三角化, 在得到足够光滑网

格曲面的同时网格帧与帧之间的震荡最小 , 可以

得到效果更好的动画.  

1  相关工作 

本文的仿真过程主要包含 2个步骤: 基于拉格

朗日的光滑粒子水流仿真(smoothed particle hydro- 

dynamics, SPH)和轮廓提取. 在每一个仿真过程中

需要提取二维轮廓线 , 并根据这些轮廓线建立水

膜曲面网格模型. 在液体仿真技术中, 本文按照相

应的仿真模拟过程来回顾相关工作 . 首先回顾

SPH 的主要仿真技术, 然后基于粒子液体仿真进

行曲面提取.  

SPH 是一种非常流行的基于粒子的液体仿真

技术[2], 它是一种基于拉格朗日离散的方法, 并且

在仿真之前定义域不需要提前设定 . 在计算机图

形学中, SPH可以用于仿真液体的黏性和表面张力

现象[3]. 为了快速仿真, Müller等[3]用显式格式计算

压力, 会导致液体密度大小震荡剧烈, 与仿真中假设

的液体不可压相悖. 为了解决这个问题, Becker 等[4]提

出弱可压液体仿真(weakly compressible SPH, WC-

SPH). 而WCSPH依赖于刚性方程, 需要很小的时

间步长才可保障稳定性 . 预测纠正的方法用雅克

比迭代并且预测纠正液体粒子的位置 , 使时间步

长可以比 WCSPH 大 2 个量级[5]. Macklin 等[6]把迭

代的密度求解器集成到基于位置的动力仿真框架

中, 解决液体仿真中不可压和时间迭代步长问题. 

Ihmsen 等[7]用半隐式格式预测密度并建立线性系

统来提高密度的收敛速度. 更加详细的 SPH 仿真

技术详见文献[8].  

Marching Cubes[9]是提取 SPH液体曲面的一种

常用方法 , 其通过建立液体的密度场来提取等值

面作为液体曲面[3]. 另一个常用提取仿真液体曲面

的方法是 Level Set[10], 此方法通常利用符号距离场

提取等值面, 并且根据速度场来移动演变等值面. 

Level Set 根据速度场移动网格的顶点并且设计相

应的补正方法来修正错误的顶点位置关系和网格

的自交[11-13]. 与这些在三维空间中仿真并提取粒子

所代表液体曲面的方法相比 , 本文方法是在平面

上仿真, 在平面轮廓内建立初始网格, 再通过极小

化能量变形为水膜网格模型.  

在变形的意义上 , 本文方法也与基于局部微

分坐标的变形相关, 如文献[14-15]. 这些方法的目

的是通过控制点变形并使网格保持原始的局部特

征, 而本文是在边界约束下建立水膜模型. 另一个

与本文相关的工作是水滴的仿真. Wang 等[16]提出

了一个基于物理的水滴仿真方法 , 但是这个方法

需要耗时几天才能完成一个仿真场. Wang 等[17]也

通过求解潜水波方程来模拟仿真与浅水相关的现

象, 得到了可观的结果. Zhang 等[18]提出一种变形

曲面来仿真水滴的方法, 比文献[17]方法更加高效, 

但仿真系统不是无条件稳定的 , 依赖于水滴网格

的质量. 与文献[16-18]相比, 本文方法在模拟平面

水膜时更加轻量、稳定, 可达到类似的效果.  

2  本文方法 

本节描述在二维平面轮廓内建立水膜模型的

方法. 该方法可以看做实时动画的几何网格造型.  

平面上的水膜通常有可见的厚度(如图 1 所示), 

它静止时的表面可以用 Yong-Laplace方程来刻画 

 2p H   (1) 

其中, p 是水膜表面里外的压强差,  是表面张
力常量 , H 是平均曲率 . 虽然表面张力在计算机

图形学中已经有了很多的研究工作[16-19], 但是实时

的交互应用及如何快速有效地建立水膜网格模型

仍然是一个开放的问题. 为此, 本文设计了一个新

的方法来建立逼真的水膜模型.  

 

 
 

图 1  咖啡的水膜 

 
 

给定平面上闭合的轮廓线 , 同时这些轮廓线

也定义了水膜的区域 , 本文假设水膜可以表示成
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一个厚度场 ( , )z z x y , 这里的定义域是平面上水

膜的区域. 本文依据影响水膜的主要物理量, 把水

膜的建立转变为一个基于曲面的能量极小化问题.  

表面积 . 表面张力是由于液体分子之间的相

互作用力而形成的, 这种作用力只有当 2个分子间

距足够大的时候才可以忽略不计 . 在一个液体块

中, 里面的分子通常有比较均匀的分布, 分子与分

子之间的作用力在各个方向上分布均匀并相互抵

消. 对于液体表面上的分子, 它们周围的分子分布

不平衡, 分子间作用力不能相互抵消. 为了达到平

衡状态 , 液体表面上的分子会被液体往里面吸引

(如图 2 所示), 这就意味着在液体的表面存在张力

能量. 为了极小化这个能量, 液体表面的分子数量

会极小, 从而导致液体表面有较小的表面积[20]. 水

膜表面积 

 2 2 2 21 d d 1 d dx y x yz z x y z z x yT           (2) 

本文称之为面积能量. 在实际应用中, 去掉常量用

放大后的能量. 这样, 在离散的情况下只需要求解

稀疏的线性系统 

 2 2d dx yT z z x y              (3) 

 

 
 

图 2  液体分子作用力 
 

内外压强 . 根据式(1)左边的项 , 本文定义水

膜的曲面能量为 
2dU H A  ,  

其中, dA表示面积单元积分. 这个能量主要惩罚

了水膜表面的内外压强差 , 同时也促使最终的网

格曲面更加光滑.  

重力势能. 假设重力为 0, 由于分子间的相互

作用力的存在 , 少量的液体将趋于形成球状而不

是通常自然界看到的扁平状(如图 2所示). 事实上, 

由于液体有一定的质量 , 重力会促使水膜尽可能

的薄, 直到与表面张力相互平衡. 如前面所述, 表

面张力会使水膜面积缩小, 作为平衡的结果, 水膜

顶部通常比较平坦, 厚度相近. 根据 Newton 物理

定律, 水膜的重力势能 

 2 2 21 d d
2 x y
g

G z z z x y


          (4) 

其中,  是密度, g是重力常量. 实际中, 水膜的厚

度可以预测估计为[21] 

 
2 (1 cos )

ˆ
g

z
 




            (5) 

其中,  是水膜与平面的接触角度. 用 ẑ 替换式(4)

中的 z , 得到与式(2)相似的形式, 这意味着式(3)在

惩罚面积能量的同时也刻画了重力势能 , 所以在

本文方法中并不需要显式地包含重力势能这一项.  

体积约束. 当不考虑水汽蒸发时, 少量的液体

形成的水膜体积是不变的 . 当给定平面上水膜覆

盖的区域时 , 交互动画过程中需保持水膜体积不

变. 为了使水膜体积不变, 可以衡量水膜体积与原

始的差 

0d dV z x y V  ;  

其中, 0V 是水膜的原始体积. 需要注意的是, 如果

仅仅极小化面积能量和水膜能量最终的系数矩阵

是退化的, 只能得到一个平凡的解——厚度为 0的

水膜. 另一方面, 如果加入体积约束, 会使线性系

统的矩阵由稀疏变为稠密 . 这是因为在考虑体积

约束求解时 , 随后的矩阵转置相乘使矩阵所有的

元素都非 0, 将导致求解线性系统时矩阵分解效率

低下 . 本文将在下面边界约束一节中给出一个相

对平衡的方法, 既考虑体积同时也兼顾效率.  

位置约束. 对于在轮廓上的液体分子, 它们的

厚度 z值为 0. 这样同时也保证了最终的水膜网格

模型与平面之间无缝隙接触.  

边界约束 . 为了平衡体积约束和矩阵分解效

率, 本文采用边界约束. 可以观察到水膜的体积与

厚度成正比 , 同时水膜的厚度可以用水膜与平面

的接触角(如图 3 所示)来估计, 如式(5)所示. 水膜

与平面的接触角沿着轮廓也几乎是相同的 , 因此

本文方法约束厚度沿着外法向的导数不变 ,  即 
 

 
 

图 3  接触角和第 2边界 
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边界的接触角. 由于水膜的体积几乎正比于厚度, 

这样用户就可以调节接触角来设定体积.  

本文应用有限差分来离散地计算 z 沿着轮廓

线的值, 这个值同时也反映了水膜的体积. 如果一

个网格顶点不是轮廓上的点 , 但它有轮廓上的顶

点是它的 1 邻域点, 那么称该顶点为第 2 边界点, 

如图 3~4所示. 给定接触角后, 可以计算第 2边界

点对应的厚度为 

 tanz d                 (6) 
其中, d 是到轮廓线的距离, 是接触角(如图 4所

示). 在程序实现时, 本文把轮廓上的顶点看做已

知的变量(厚度为 0), 把第 2 边界点和其他内部的

顶点看做未知变量, 并且在总能量中惩罚第 2边界

点厚度与估计值差的平方和 

 2( )i i
i K

zW z


               (7) 

其中, K 表示第 2边界点的集合. 这样做的原因是

为了得到更加光滑的水膜曲面. 式(6)在计算第 2

边界点的厚度时只考虑了接触角 , 并没有考虑它

的邻域顶点, 而这些邻域顶点可能也是第 2边界点. 

如果固定第 2 边界点为已知变量(式(6)计算结果), 

当和它的邻域点组合在一起的时候可能导致不光

滑 . 因此 , 本文把式(7)作为一个惩罚项加入到总

能中, 与其他能量做一个平衡.  
 

 
 

图 4  厚度估计 

 
总能量. 本文定义总能量为面积能量, 水膜曲

面能量和边界约束的一个线性组合 

1 2 3E w U w T w W   ;  

其中, , 1,2,3iw i = 是正的能量权重. 极小化这个能

量需要求解一个稀疏的线性系统 , 线性系统的解

就是水膜的厚度值.  

3  本文算法实现 

SPH 算法. 本文首先在平面上进行一个二维

的 SPH仿真. 用 1 2, , , nq q q 表示粒子的位置, 粒子

iq 处的密度可以通过周围粒子的加权平均来计算 

 (| |, )
i

i j j i
j N

m R h


  q q ,  

其中, iN 是周围粒子的集合, jm 是粒子 jq 的质量, 

( , )R x h 是半径为 h的径向基函数. 本文采用文献[6]

中的计算方法在时间上对粒子位置更新 

corr
0

1
( ) (| |, )

i

i i j i j
j N

s R h 
 

     q q q .  

其中, iq 表示位置的改变量; 0 表示静息密度; 

i 形式为 

0

1

k

i
i

i
k

i
i

C

C

C






  



 


 q
;  

corr

(| |, )

( , )
i jR h

s k
R r h

 
   

 

q q
,  

r 是一个小于 h的正数 , k 是一个较小的正数 . 

更详细的计算过程及其意义见文献[6]. 注意 : 不

论是在二维平面上进行 SPH 仿真还是在三维空间

中, 此计算过程是一样的.  

轮廓. 在平面上进行 SPH 仿真之后, 本文利

用 Marching Squares (二维时 Marching Cubes称为

Marching Squares[22])来提取粒子所代表液体的边界

轮廓, 如图 5a所示. Marching Squares 利用平面上标

量场来提取等值线. 本文定义平面上的标量场为 

( ) ( , )i
i

R h  x x q .  

在实现中, 本文取如下径向基函数 

2

1 ,  
( , )

0,

x
x h

R x h h

x h

     

 

.  

 

 
a. 粒子和轮廓             b. 水膜 

图 5  液体粒子和轮廓及相应的水膜 

 
初始网格 . 本文首先在平面仿真区域中建立

一个正则网格(横平竖直的四边形网格), 在每一个

仿真时间步长后在正则网格上提取水膜边界的轮

廓线 . 然后遵循一个查找的流程 , 三角化轮廓线 
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包含的区域并建立初始的网格模型 { , , }    , 

其中  , �和  分别表示网格顶点、边和面的集合. 

这里的查找流程与Marching Squares在 15种情况[22]

中查找相似. 实现时, 遍历轮廓线内包含的正则网

格单元, 并且根据 15 种情况来分别三角化网格单

元 . 最后考虑三角化后网格单元的拓扑关系并建

立水膜的初始三角网格模型 , 这里建立的初始网

格是对轮廓线包含区域的一个三角离散 , 仍是一

个平面网格. 最终, 初始网格通过极小化总能量函

数变形为所需要的水膜模型.  

离散能量. 本文用离散的 Laplace-Beltrami 算

子[23]来计算初始三角网格的水膜的曲面能量 , 原

因是在连续情形下 Laplace-Beltrami 算子与平均曲

率紧密相连 

2 ( ) p H p .  

其中,  是一个二维的流形; ( )H p 是流形上 p点

的平均曲率向量 , 即 ( )H p 是平均曲率 , ( ) /H p  

( )H p 是外法向 . 在离散面积能量式(3)时 , 可以

应用正则网格上的标准有限差分 , 但是这样并没

有考虑初始水膜三角网格的拓扑关系 . 在离散实

现中, 本文并不是采用正则网格横平竖直的节点, 

而是用初始三角网格边上厚度值的差来估计式(3)

的值 
2

( ,1) z( , 2)
e

z e eT


 


,  

其中, ( ,1)z e 和 ( , 2)z e 表示网格边 e的 2 个端点上

的 z 值. 用不同的权重把离散的能量结合在一起, 

得到总的离散能量 

 2
1 2 3( )

i

i ij j
i j

w z T WE z w w
 

     
 

    (8) 

其中, i 是顶点 i的 1邻域点; ij 是网格边上离散

Laplace-Beltrami 算子的权重, 其对最终的水膜曲

面光滑性有较大影响. Uniform 权重使曲面不够光

滑(如图 6a 所示), 而用 cotangent 权重[24]曲面更加

光滑(如图 6b所示). 权重的选取必须考虑邻域顶点

的分布情况 , 同时也得消除三角化的偏向 . 因此 , 

本文采用 cotangent权重来计算顶点 i和它 1邻域点

形成边的权重 

2

i

ij
ij

i

ij ij
ij

i ij
j N

s

a b

s













  

 




;  

其中, ija 和 ijb 表示与网格边 ( , )i j 相对的角. 在极

小化式(8)时, 只需要求解一个稀疏对称正定的线

性系统 , 这是因为式 (8)是二次能量项的加权和 , 

并且组装后的系统矩阵是稀疏的.  

 

 
a. Uniform权重         b. Cotangent权重 

图 6  不同 Laplace-Beltrami算子权重的效果 

4  实验结果和讨论 

我们在一个 dual-CPU 2.4 GHz的笔记本电脑上

实现了本文中的算法. 该算法主要步骤如下:  

Step1. 在平面上进行一步二维的 SPH仿真.  

Step2. 计算标量场并且提取 SPH液体的轮廓.  

Step3. 三角化离散轮廓包含的区域得到初始网格

模型.  

Step4. 极小化能量式(8), 使初始网格变形为水膜

模型.  

Step5. 转 Step1.  

图 5所示为一个用环境映射渲染的结果, 以及

相应的液体粒子和轮廓边界. 图 7 所示为图 5b 水

膜对应的三角网格曲面 , 该曲面是在 100 100 的

正则网格上建立的 , 相应提取的轮廓在视觉上已

经足够光滑, 并且达到 25帧/s的速度.  

 

 
 

图 7  水膜三角网格曲面 

 
三角化 . 在三角化边界轮廓所包含区域的过

程中 , 可以采用不同的方法来建立初始水膜的三

角网格模型: 自适应的方法, 以及在正则网格上创

建的方法. 由于边界轮廓光滑的需求, 轮廓上的顶

点不可以减少. 对于内部的顶点, 由于其高度相差

无几, 可以用更少的顶点来表示. 自适应离散方法
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CDT 满足边界轮廓顶点多、内部顶点相应少的要

求[25]. 图 8所示为采用 CDT连续得到 2帧的水膜网

格模型. 应用CDT三角化, 在实验中仿真的速度可以

加快 10帧/s, 但是帧与帧之间网格的震荡变的越加

明显.  

 

 
 

图 8  CDT三角化连续 2帧的水膜网格模型 

 
震荡 . 对于每一步仿真中的单个水膜网格模

型 , 其光滑程度已经基本满足计算机图形学的应

用. 但是, 在时间序列上 2帧模型拥有不同的边界

轮廓 , 随后离散得到的初始三角网格也是相应不

同的(如图 8 所示), 而水膜模型的建立是紧紧依赖

于边界轮廓和初始的三角网格 . 由于边界轮廓和

初始的三角网格不同, 连续 2帧之间建立起的水膜

模型厚度是有偏差的 , 这种偏差在时间序列上导

致水膜厚度震荡. 在应用 CDT 三角化的实验中厚

度震荡更为明显 , 这是因为随着边界轮廓的不同

CDT三角化结果会相差较大导致的. 如图 8中, 连

续 2 帧边界轮廓相似, 但内部离散结果差异很大. 

相比而言, 对于正则网格上建立的水膜模型, 连续

帧之间的网格一致性强, 产生的厚度震荡也小. 为

了进一步减小厚度震荡 , 本文建议在连续帧的三

角网格模型上做一个厚度平滑操作: 对于连续的 3

帧 s
1iF  , iF 和 1iF  ( s

iF 是厚度平滑后的第 i帧网格), 

假设 iV 表示它们拥有的共同顶点(相对于正则网格

而言 , 因为它们内部的顶点都来自于正则网格), 

在 iV 中计算 3 帧厚度的平均值, 作为 iF 平滑后的

值, 得到网格 s
iF .  

水膜厚度 . 由于本文中把边界轮廓的接触角

约束作为一个惩罚项加入到总能量中 , 这样建立

水膜的接触角通常小于用户给定的值并且水膜的

高度也低于估计值 . 在实验中 , 可以通过控制式   

(8)中的 2w 来得到拥有不同接触角或高度的水膜 , 

如图 9 所示. 由于 2w 对应的能量项不仅惩罚面积

能量同时也极小重力势能 , 所以一个相对较小的

值会得到面积较大同时厚度较大的水膜 , 如图 9 

所示.  

 
a. 较大          b. 中等          c. 较小 

图 9  不同 2w 值的效果 
 

更多结果. 图 10 所示为具有不同拓扑结构的

水膜, 可以看到, 二维轮廓边界的拓扑结构随着时

间改变, 建立的水膜也随之光滑地演变. 图 11所示

为水膜环绕障碍物的 3 个结果. 图 12 所示为桌面

上水膜的演变, 可以看到, 刚开始相遇的水膜之间

形成了一个小的通道, 随着水膜的融合通道变大, 

水膜自然地融合在一起. 图 10~12 中通过加外力

(风, 用户鼠标交互)来驱动平面上液体粒子的运动, 

进而得到运动的水膜. 另外, 本文方法的一个小模

拟程序可以从 http://pan.baidu.com/s/1cuwB1s下载, 

并且可以用鼠标交互应用.  
 

 
 

图 10  复杂拓扑的水膜 
 

 
 

图 11  水膜环绕障碍物 

 

 
 

图 12  桌面上水膜的演变 
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5  结  语 

本文提出一种快速仿真模拟水膜的方法 , 其

中应用了一个二维的液体粒子仿真器 , 并建立二

次能量函数 , 通过极小化能量函数来建立水膜模

型. 该方法可以使用户实时地交互仿真. 目前本文

方法只适合用于像桌面地板这些平面上水膜的仿

真, 推广到曲面上需要实时计算平行传输, 我们计

划在接下来的研究工作中完成推广; 同时, 还要完

成效果更佳的水膜渲染器 . 另一个值得考虑的问

题是采用统一的网格 , 用每帧之间网格顶点形变

的方式表达水膜表面, 这样可能会解决震荡问题, 

但也会面临难以适应拓扑改变的问题 , 这也是接

下来要研究的问题之一.  
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